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H®tan és folytonos közegek mechanikája 10. gyakorlat

Szükséges el®ismeretek: I. f®tétel; körfolyamatok, h®er®gépek, h¶t®gépek, h®szivattyúk, Carnot-gép

1. feladat

Egy körfolyamatot a p − V diagramon egy körvonal reprezentál. Ezen a diagramon a körfolyamat
iránya lehet az óramutató járásával megegyez® vagy ellentétes. Melyik irányítás esetén reprezentál a
diagram h®er®gépet? És h®szivattyút? És h¶t®gépet?

Megoldás: Egy körfolyamat egy ciklusára felírva az I. f®tételt: 0 = ∆U = Q+W . A ciklus során
a kezd® és végpont megegyezik, így a bels® energia változás nulla. Q az e�ektív h®csere a rendszer és a
környezete között. A folyamat egy részén h®felvétel Qfel történik, míg másik részén h®leadás Qle, ezeket
a mennyiségeket pozitívnak választjuk. Q = Qfel −Qle. Az egy ciklusra vett I. f®tétel átírva

0 = Qfel −Qle +W.

A körfolyamat lehet az óra mutató járásával megegyez® irányítású, ilyenkor a gáz végzi a munkát,
azaz az egy ciklus alatt végzett munka W < 0, így Qfel > Qle. Ezekben a folyamatokban a gép
h®energiát vesz fel, miközben munkát végez, a maradék h®t pedig leadja. Ezek a gépek a h®er®gépek,
melyek a hatásfokkal jellemezhet®ek:

η =
|W |
Qfel

.

A hatásfok felírásakor a számlálóba írjuk azt az energia mennyiséget, ami hasznos számunkra (jelen
esetben a gép által végzett munka), a nevez®be a befektetett energiát (jelen esetben a gép által felvett
h®energiát). A hatásfok mindig kisebb, vagy egyenl® mint egy.

Ellenkez® körüljárás során mi végzünk munkát a gázon W > 0, cserébe a gáz felvesz h®energiát,
máshol pedig ennél több h®energiát ad le. Ezek a gépek a h®szivattyúk vagy h¶t®gépek. Az, hogy
melyikr®l van szó, az dönti el, hogy számunkra a felvett vagy a leadott h®energia a hasznos. Például
h¶t®gép esetében azért m¶ködtetjük elektromos hálózatról a motort, hogy a gép h®t vonjon ki a szekrény
belsejéb®l. Az, hogy közben a h¶t®gép h®t ad le a konyhában nem fontos számunkra. Ilyenkor a hatás-
fok analógiájára bevezethetjük a jósági tényez®t, azaz számlálóba írjuk a hasznos energiamennyiséget,
nevez® a befektetett energiamennyiséget

εh¶t® =
Qfel

W
.

H®szivattyú esetén azért járatjuk elektromos hálózatról a gépet, hogy az h®t emeljen át a környezetb®l,
és ezt a h®t például a szobánkban leadja. Ilyenkor számunkra a leadott h®energia fontos, és nem érdekel
mennyi h®t vont el a környezett®l. A jósági tényez®:

εh®szivíttyú =
Qle

W
.

Tehát a h®szivattyút és a h¶t®gépet ugyanaz a körfolyamat írja le, csak az különbözeti meg, hogy
számunkra a felvett vagy leadott h® a hasznos. A jósági tényez® lehet egynél nagyobb is, lásd kés®bbi
feladatokat.

2. feladat

Egy körfolyamat 20% hatásfokú h®er®gépet reprezentál. Mekkora a jósági tényez®je egy olyan
h¶t®gépnek, melyet egy azonos, de ellentétes irányítású körfolyamat ír le?



2

Megoldás: A h®er®gép felvesz Qfel h®t, melyb®l végez W = −0,2 · Qfel munkát és lead Qle =

0,8 · Qfel h®t. Ha ellentétes irányú körfolyamatot nézünk, akkor a végzett munka W̃ = −W . A
"kígyós" jelölések a h¶t®gépre vonatkoznak. Ahol az eredeti körfolyamatban h®felvétel történik, ott a
megfordított folyamat esetén h®leadás történik, így Q̃fel = Qle és Q̃le = Qfel. A h¶t®gép jósági tényez®je:

εh¶t® =
Q̃fel

W̃
=

Qle

−W
=

0,8 ·Qfel

0,2 ·Qfel
= 4.

3. feladat Elméletileg hányszor nagyobb h®mennyiséget tudunk a 20 ◦C-os szobába juttatni, ha a
rendelkezésre álló elektromos energiát Joule-h® fejlesztése helyett egy fordított irányú, ideális Carnot-
körfolyamat hajtására használjuk fel, mely h®t emel át a 0 ◦C-os környezetb®l a szobába?

Megoldás: A Carnot-gép hatásfoka

η = 1− T1

T2

= 1− 273

293
= 0,068,

ahol T1 az alacsony, T2 a magas h®mérséklet¶ h®tartály h®mérsékletét jelöli. Ezek alapján a h®er®gép
felvesz Qfel h®t, melyb®l végez W = −η · Qfel munkát és lead Qle = (1 − η) · Qfel h®t. A megfordított
folyamatban Q̃le = Qfel, illetve W̃ = −W . A h®szivattyú jósági tényez®je:

εh®szivíttyú =
Q̃le

W̃
=

Qfel

−W
=

1

η
= 14,7.

Ha az elektromos energiát h®szivattyú m¶ködésére használjuk, akkor 14,7-szer több h®energiát lehet a
szobába juttatni, mintha egyszer¶en egy ellenálláson Joule-h®t fejlesztenénk. Látható, hogy az elekt-
romos melegítés (h®sugárzó) az egyik legkisebb hatásfokú melegítési mód. H®szivattyúval sokkal gaz-
daságosabb melegíteni, cserébe a szerkezet sokkal összetettebb.

4. feladat

Egy h®er®gép körfolyamatát a p − V diagramon egy téglalap reprezentál. Számítsd ki az egyes
részfolyamatokat jellemz® munkavégzést, h®közlést, és bels®energia-változást! Határozd meg a folyamat
hatásfokát!

Megoldás:

Az alábbi p − V diagramon látható a feladatban leírt téglalap alakú körfolyamat. A körfolyamat
hatásfokát a pA, VA, pC , VC mennyiségek segítségével szeretnénk meghatározni.
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Az A→ B folyamat során a végzett munkaWAB = −pA(VC−VA), mely egy negatív érték, mert a gáz
végzi a munkát. A bels® energia változás ∆UAB = f

2
nR(TB − TA) = f

2
(pAVC − pAVA) = f

2
pA(VC − VA).

A közölt h® QAB = ∆UAB −WAB = f+2
2
pA(VC − VA). Ez egy pozitív érték, tehát ezen a szakaszon

h®felvétel történik.

A B → C folyamat során a végzett munka nulla, mert a görbe alatti terület nulla. A bels® energia
változás ∆UBC = f

2
nR(TC − TB) = f

2
(pCVC − pAVC) = f

2
VC(pC − pA). A közölt h® QBC = ∆UBC =

f
2
VC(pC − pA). Ez egy negatív érték, tehát ezen a szakaszon h®leadás történik.

Az C → D folyamat során a végzett munkaWCD = pC(VC−VA), mely egy pozitív érték, mert a kör-
nyezet végzi a munkát a gázon. A bels® energia változás ∆UCD = f

2
nR(TD−TC) = f

2
(pCVA − pCVC) =

f
2
pC(VA − VC). A közölt h® QCD = ∆UCD −WCD = f+2

2
pC(VA − VC). Ez egy negatív érték, tehát ezen

a szakaszon h®leadás történik.

Végezetül a D → A folyamat során a végzett munka nulla, mert a görbe alatti terület nulla. A
bels® energia változás ∆UDA = f

2
nR(TA − TD) = f

2
(pAVA − pCVA) = f

2
VA(pA − pC). A közölt h®

QDA = ∆UDA = f
2
VC(pA − pC). Ez egy pozitív érték, tehát ezen a szakaszon h®felvétel történik.

Az egy ciklus alatt végzett munka W = WAB +WBC +WCD +WDA = −(pA−pC)(VC −VA). Ez egy
negatív érték, mert a folyamat során a gáz végzi a munkát. A kiszámolt érték éppen a p−V gra�konon
a körfolyamat által bezárt rész területe.

A következ®kben azonosítani kell, hogy mely szakaszokon történik h®felvétel, és hol történik h®le-
adás. A megadott négy folyamat közül az A→ B és D → A részfolyamatok során történik h®felvétel,
tehát

Qfel = QAB +QDA =
f + 2

2
pA(VC − VA) +

f

2
VC(pA − pC).

A körfolyamat hatásfoka:

η =
|W |
Qfel

=
(pA − pC)(VC − VA)

f+2
2
pA(VC − VA) + f

2
VA(pA − pC)

.

5. feladat

Van két h®szigetelt tartályunk, az egyikben m tömeg¶, T1 h®mérséklet¶ víz található, a másikban
ugyanakkora tömeg¶ T2 h®mérséklet¶ víz van (T2 > T1). Alkalmas h®er®gépet építve legfeljebb mennyi
munka vehet® ki a rendszerb®l?

Megoldás: A két véges méret¶ h®tartály között egy h®er®gépet m¶ködtetünk, mely a magas h®-
mérséklet¶ h®tartályból h®t vesz fel, az alacsonyabb h®mérséklet¶ h®tartályba h®t ad le. Ennek követ-
keztében a melegebb h® tartály h¶l, a hidegebb melegszik. A folyamat egészen addig tart amíg a két
h®tartály azonos h®mérséklet¶ nem lesz, és már nem m¶ködtethet® közöttük h®er®gép. Ha a maximális
munkát szeretnénk kivenni a rendszerb®l, akkor a legjobb hatásfokú h®er®gépet kell használnunk, mely
az ideális Carnot-gép. A Carnot-gép hatásfoka, ha a tartályok h®mérséklete τ1 és τ2:

η(τ1, τ2) = 1− τ1

τ2

.

Amikor a Carnot-gép kis ∆Qfel h®t vesz fel, akkor a melegebb h®tartály h®mérséklete ∆τ2 = −∆Qfel

c·m
értékkel lecsökken. Ekkora h®felvétel után a Carnot-gép ∆Qle = (1 − η)∆Qfel = τ1

τ2
∆Qfel h®t ad le a

hidegebb h®tartályban, ennek hatására a h®tartály h®mérséklete ∆τ1 = ∆Qle

c·m értékkel megn®tt. c a víz
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fajh®jét jelenti. A kapott egyenletek hányadosát vesszük:

∆τ1

∆τ2

= −
∆Qle

c·m
∆Qfel

c·m

= −∆Qle

∆Qfel
= −τ1

τ2

(1)

∆τ1 · τ2 + ∆τ2 · τ1 = 0 (2)

∆ (τ1 · τ2) = 0 (3)

τ1 · τ2 = állandó. (4)

A két h®tartály h®mérsékletének szorzata a folyamat során végig állandó. Kezdetben ennek értéke T1·T2,
a folyamat végén T 2

m, ahol Tm a végállapotbeli közös h®mérséklet. Amikor a h®tartályok h®mérséklete
kiegyenlít®dik, akkor a h®tartályok h®mérséklete Tm =

√
T1 · T2.

A Carnot-gép m¶ködtetése során a rendszerb®l kivett munka:

W = cmT1 + cmT2 − 2cmTm = cm(T1 + T2 − 2
√
T1 · T2).

A kifejezésben a rendszer kezdeti bels® energiájából a végállapotbeli bels® energiát vontuk ki.

6. feladat

Egy f = 3 szabadságifokú gázzal egy olyan folyamatot végzünk, melyet a p − V diagramon egy
egyenes vonal reprezentál. A vonal végpontjai A = (2p1, V1), B = (p1, 2V1). Határozd meg a folyamat
során hol történik h®felvétel és hol történik h®leadás!

Megoldás: A körfolyamatok hatásfokának számolása során egy fontos lépés annak meghatározása,
hogy mely szakszokon történik h®felvétel és hol történik h®leadás. A legtöbb esetben (például ami-
kor a részfolyamatok politrop állapotváltozások) ez egy egyszer¶ feladat, de ha általános alakúak a
körfolyamatok, akkor ez egy kihívást jelent® lépés. Ebben a feladatban egy egyszer¶nek t¶n® lineáris
állapotváltozást tekintünk, ami a p(V ) = 3p1 − p1

V1
V egyenlettel írható le. Megmutatjuk, hogy ennek a

folyamatnak a kezdetén h®felvétel a végén pedig már h®leadás történik. Hogyan határozhatjuk, meg a
fordulópont helyét, ahol a h®felvételb®l átlépünk a h®leadás tartományába? A váltásnál nincs h®csere
a rendszer és a környezet között, ez az adiabata folyamatokra jellemz®. Tehát a váltásnál a lineá-
ris állapotváltozásunkat éppen érinti egy adiabata folyamat görbéje. A keresett adaiabata egyenlete:
pad(V ) = C

V κ , ahol C egy konstans. Az érintési pont koordinátái legyenek p0, V0! A két görbe ugyanazon
a ponton megy át:

3p1 −
p1

V1

V0 =
C

V κ
0

.

Továbbá az érintés miatt a deriváltjaik is megegyeznek

∂V p(V )|V=V0 = ∂V pad(V )|V=V0 (5)

−p1

V1

= −κ 1

V0

C

V κ
0

(6)

p1V0

V1κ
=

C

V κ
0

(7)

Két egyenletünk is van a C
V κ
0
kifejezésre, ezeket egyenl®vé téve

p1V0

V1κ
= 3p1 −

p1

V1

V0,

ahonnan V0 kifejezhet®:

V0 =
3V1κ

κ+ 1
= 3V1

f + 2

2(f + 1)
=

15

8
V1.

A tágulásnak els® felében h®felvétel történik, majd 15
8
V1-t®l 2V1-ig h®leadás.
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Az ábrán láthatóak a különböz® adiabaták barna színnel, illetve kék
színnel a lineáris folyamatunk. Látható, hogy amíg egyre magasabban
fekv® adiabatákat metsz át, addig h®felvétel történik, majd a kiszámolt
pont után egyre alacsonyabb adiabatákat metsz át, amikor is h®leadás
történik.

Általánosan megfogalmazhatjuk, hogy a körfolyamat adaibatákkal
vett érint®it kell megkeresni, és azokon a helyeken vált a körfolyamat
h®felvételr®l, h®leadásra vagy fordítva.


